1 er Parcial Algebra 27 Cs Exactas - 1C24 - Miercoles 22-5-24 - EstBA

Ejercicio 3. - Buscamos S subespaciode R*/ dim (s ﬂ]H) =1,
s¢my(1,-1,2,3)es*

basedeH = {x e R* /3x1-x2+4x3+x4 =0}

de 3x1-x%x2+4x3+x4 =0 = x4 = -3x1+x2-4x3

X=(x1, x2, x3, -3x1+x2-4x3) =x1(1,0,0,-3)+x2(0,1,0,1)+x3(0,0,1, -4)
By = {(1,0,0,-3), (0,1,0,1), (0,0,1, -4)}

dim (H) = 3

un X € H se escribe como c.l. de los vectores de la By :
X=a(1,0,0,-3)+8(0,1,0,1)+y(0,0,1, -4) = (a, B, ¥, -3a+B-47)
X=(a,B, ¥, -3a+B-4y) € H

Analisis de la dim (S) :

x Teo de ladimensiénenR* con dim (H) =3 y dim (s ﬂ]H) =1 :

dim (S + H) = dim (S) +dim (H) -dim (S H)

dim (S+H) <4 =dim (S) +3-1

si dim (S) =1 =dim (S(H) (S estaria incluido en H) entonces no se cumple S ¢m

no puede ser dim (S) =1
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si dim (S) = 3 me escapo de ladimensiénde R*?,

puesdim (S+H) <4=3+3-1=5, absurdo

Entonces :

dim (S) =2 y por lotanto dim (s*) =2

Como (1, -1, 2, 3) ¢ s, entonces los vectores de S cumpliréan :
(vi, v2,v3,v4).(1,-1,2,3)=0

vli-v2+2v3+3v4d=0 , ecuacidénde los vectoresde S

Busco vectores de S que esténen H, esdecir, busco § (K :

XeH = X=(a,B, ¥, -3a+B-4Y)

vesS = vl1-v2+2v3+3v4=0

a-B+2y+3 (-3a+B-4y)=0 = 2 (-4a+B-5%) =0

B=4a+5y

Elijo a=-1, y =1 entonces =1, elvector: X= (-1,1,1, (3+1-4))
X=(-1,1,1,0) eHyas = (-1,1,1,o)esﬂn{

(-1, 1,1, o) € SH

A partir de vl-v2+2v3+3v4 =0, buscootrovectorde S quenoestéen H :
(para que dim (§ﬂ]H) =1)

(2,2, -3, 2) esvectorde s (2-2-6+6=0)

(2, 2, -3, 2) noes vectorde H

(en 3x1-x2+4x3+x4=0 = 3.2-2+4(-3)+2=-6#0)

Basede S :

Bs={(-1,1,1,0), (2,2,-3,2)}

Verificamos :

sHE={(-1,1,1,0)} = dim(sH) =1

dim (S) = 2

s¢m (pues (2, 2, -3, 2) noesvectorde H )

buscamos generadores de s, v, = (xl, x2, x3, x4)
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vi.(-1,1,1,0)=0 = -x1+x2+x3=0

y
0 = 2x1+2x%x2-3x3+2x4=0

v*.(z, 2, -3, 2)

Solve[{-x1+x2+x3 =0, 2x1+2x2-3x3+2x4 =0}, {x1, x2, x3, x4}]

: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

x1 5x2
3 1-x2, x4 — -
{{x - X X2, x4 > 5 ) }}

xl 5x2
X = (xl, x2, x1 -x2, ———)
2

1 5
X = x1 [1, 0,1, —} +x2 (o, 1, -1, -—)
2 2

para no tener fracciones multiplico por escalar 2
Bew ={(2,0,2,1), (0,2, -2,-5)}
Veamos que (1, -1, 2, 3) € s*:

(1,-1,2,3)=y(2,0,2,1)+5(0, 2, -2, -5)

Solve[{2y=1,286==-1,2y-26=2,¥-56=3}, {v, 6}]
1 1
—, o) R
(fr> - 6--"})
(1, -1,2,3) = z (2,0,2,1)+ (-i) (0,2, -2, -5)
2 2

Entonces (1, -1, 2, 3) € st

Conclusién : el subespacio S que cumple las condiciones
seR'/dim(snH) =1, s¢H y(1,-1,2,3)es es:

Bs={(-1,1,1,0), (2,2, -3,2)}

o bien

s=((-1,1,1,0), (2,2, -3,2))
___________________ [ PP
Otra forma es buscar las ecuacionesde S y S+
(-1,1,1,0) (2,2, -3, 2) son vectoresde §:

busco ecuacionesde S :

| 3
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-1 2| x1
0 4 | x2+x1
0 -5 | x3-x2

2F4-F2 = 0 0 | 2x4-x1-x2

-1 2| x1
0 4| x2+x1

4F3+5F2 = 0 0 | 4(x3-x2)+5 (x2+x1) =5x1+x2+4x3
0 0| 2x4-x1-x2

ecuacionesde S :

S={xeR*/5x1+x2+4%x3=0, -x1-x2+2x4=0}

]
o

(-1,1,1,0) € s pues: -5+1+4=0 y 1-1+0

]
o

(2,2,-3,2) € s pues: 10+2-12=0 y -2-2+4

Observemos que (5, 1, 4, 0)y (-1, -1, 0, 2) sonbasede st
busco ecuaciones de S* :

5 -1 | x1 5 -1 | x1

1 -1 | x2 5F2-F1 = 0 -4 | 5x2-x1

4 0 | x3 5F3-4F1 > 0 4 | 5x3-4x1

0 2| x4 0 2 | x4

5 -1 | x1
0 -4 | 5x2-x1
F3+F2 > 0 0 | -5x1+5x2+5x3

2F4-F3 > 0 0| 4x1-5x3+2x4

st ={xeR*/x1-x2-%x3=0, 4x1-5x3+2x4=0}

veamos si (1, -1, 2, 3) satisface las ecuaciones :

1+41-2=0 y 4-10+6=0
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(5, 1, 4, O) y (—1, -1, 0, 2) sonbasede s™t

(2, 0, 2, 1) satisface ecuaciones des*
2-0-2=0 y 8-10+2=0
(0, 2, -2, —5) satisface ecuaciones de st
0-2+2=0 y 0+10-10=0
___________________ 0 —mmm e e o
Ejercicio 4. - B= {vl, v2, v3, v4}

B' = {v2+3v3, vl, -vl+v3, -v2 +v4}

basesdeune.v.V
Se busca (v1+v2+v4)
vi+v2+vd = a (v2+3v3) +bvl+c (-v1+v3) +d (-v2+v4)

0=(b-c-1)vli+(a-d-1)v2+ (3a+c)v3+(d-1)v4
como {vl, v2, v3, v4} sonl.i.

b-c-1=0, a-d-1=0, 3a+c=0, d-1=0

de ladltimasale d=1

enla2da:a=d+1 = a=2

enla3era: c=-3a = c=-6
enlala:b=c+l = b=-6+1=-5

coordenadas de (v1+v2+v4) . = (a, b, c, d)
(v1+v2+v4)B. = (2, -5, -6, 1)

Verificacién :

vi+v2+v4 =2 (v2+3v3) + (-5) vl+ (-6) (-v1l+v3) +1 (-v2+v4)
2 (v2+3v3) + (-5) vli+ (-6) (-vi+v3) +1 (-v2+v4)

-5vl-v2-6(-v1+v3)+2 (v2+3v3) +v4

Simplify[—Svl -v2-6 (—v1+v3) +2 (v2+3v3) +v4]

vl+v2+vd
___________________ (o

Ejercicio 2. -
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1 5 1 3
Sea A=k -k 1 y b= -3
7 -1 k 3k?
1
como 1 esunade las infinitas soluciones del sistemaAx=Db
-3

para cada k, hallar todas las soluciones del sistema Ax=Db
sistema Ax=Db es:

x1+5x2+x3=3

kxl-kx2+x3=-3

7x1-x2+kx3 = 3k?

reemplazando la solucién :

1+5+(-3) =3 , siseverifica

k-k -3=-3 , siseverifica

7-1-3k=3k* = 3k?+3k-6=0 = k?+k-2=0

“1xq/ (1)%-4.1(-2)  _1:49  -1:3

k1,2 = = =
2 2 2

sale k1 =1 , ky=-2

Busquemos las soluciones paracadak:

1 5 1 3
A= 1 y b= -3
7 -1
1 5 1 |3 1 5 1 |3
1 -1 1 | -3 F2 -F1 0 -6 0 | -6
7 -1 1 13 F3-7F2 O 6 -6 | 24
1 5 1 |3
0 -6 0 | -6
F3 +F2 0 0 -6 | 18
de ladltima ecuacibén seobtiene -6x3 =18 —= x3=-3
de la segunda ecuacién se obtiene -6x2=-6 = x2=1

reemplazando en lal a ecuacién :

x1+5.1+1. (-3) =3 = x1+5-3=3 = x1=1

Por lo tanto, con k=1, el sistema Ax =b tiene solucidén tinica:
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(x1, x2, x3) = (1, 1, -3)

k=-2
1 5 1 3
A= _2 2 1 y b= _
7 -1 -2 12
1 5 1 | 3 1 5 1 |3
-2 2 1 | -3 F2+2F1 0 12 3 | 3
7 -1 -2 |12 F3-7F1 0 -36 -9 | -9
1 5 [ 3
o0 12 3 |3
F3+3F2 0 0 0 | 0 = o soluciones

de la segunda ecuacién se obtiene 12 x2 +3x3 =3

4x2+x3=1 = =x3=1-4x2

reemplazando en la 1l a ecuacién :

x1+5x%x2+1-4%x2=3 = x1+x2=2 = x1=2-x2

Entonces :

X=(2-x%2,x2,1-4x2) =x2(-1,1, -4) + (2,0, 1)

Por lo tanto, si k=-2

el sistema Ax = b es compatible indeterminado y tiene o soluciones :

s={xer®/x=v(-1,1, -4)+(2,0,1), yeR}
y (1, 1, —3) es soluciéncon y=1

Conclusién : séloconk =-2,

1
1 esunade las infinitas soluciones del sistemaAx=Db

___________________ o J
Ejerciciol. -
Sean 71: 2x-2y+z=-2, A=(1,0,—4) ; B=(3,1,—6)

Hallar C y D, para que ABCD sea un rectangulo incluido en el plano it

y tal que lamedida del lado AD sea el doble de la del lado AB

| 7
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d(A, D) =2d(a, B)

d(a,B) =||a-Blt=]{(1,0,-4)-(3,1,-6)||=](-2, -1, 2)] =

d(a, B) =/ (-2)2+ (-1)2+ (2)2 =Va+1+4 =9 =3

d(A,B)=3 =

w
TN:(2.-2.1)
B | ,C
Py
A D
CyDe€rw = satisfacen z= -2x+2y-2

Xe rmwm = X= (x,y, —2x+2y—2)

Calculamos (D-A) y (B-A)
D-A=(x,y,-2x+2y-2)-(1,0,-4) = (x-1,y, -2x+2y+2)

B-A=(3,1,-6)-(1,0,-4) = (2,1, -2)
como es rectangulo en A:

(D-A) . (B-A) =0

(x-1,y, -2x+2y+2) .(2, 1, -2) =0
2 (x-1)+y+(-2) (-2x+2y+2) =0
2x-2+y+4x-4y-4=0

6x-3y-6=0 = 2x-y-2=0 =

Entonces D = (x, 2x-2,-2x+2 (2x—2) —2) = (x, 2x-2, 2x—6)

Usamos que ladistancia d (D, &) = 6
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D-A = (x, 2x-2, 2x—6) - (1, 0, -4) = (x-1, 2x-2, 2x-2)

D-A = (x-1) (1, 2, 2)

d (D, A) ={D-2alk=|(x-1) (1,2,2) = |x-1]](1, 2, 2)|
d(, a) = |x-1|vo = |x-1|3=6 =
|x-1]=2 = x=3 6 x=-1

Salen dos D :

con x =3

Di=(x,2x-2,2x-6)=(3,4,0)

con x=-1

D>=(x,2x-2,2x-6) = (-1, -4, -8)

Célculo de Ci,2:

construimos la recta L; condirecciédn (B-A) y pasapor D; = (3, 4, 0)

y larectal; condireccién (D1 -A) y pasapor B

Li: vii= (B-A);D; = (3, 4, 0)

Li: a (B-A)+D1=a (2,1, -2)+(3,4,0)=(2a+3,a+4, -2a)
Di-A=(3,4,0)-(1,0,-4)=(2,4,4)

y la rectal; condireccién (D; -A) y pasapor B
Ly: vio=D1-A; B= (3,1, -6)

Lp: B(D1-A)+B=pB(2,4,4)+(3,1,-6)=(2B+3,4B8+1,4B-6)

LiNL2 =C1
igualamos :
(20+3, a+4, -2a) = (2B+3,4B+1, 4B-6)

Solve[{2a+3==2B+3, a+4==4B+1, -2a==4B-6}, {a, B}]

{{a>1, B>1}}

Seobtiene a=1 y =1
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Entonces, Ci = (2+3, 1+4, —2) = (5, 5, —2)

Tenemos un rectangulo ABC; D1 con :

A (1, 0, -4)

B

(3,1, -6)

ci= (5,5, -2)

D1 = (3, 4, 0)
b4
C2 B L2 C1
I Ly
D, A D,

Para calcular C; construimos L3

la recta L3 condireccién (B-A) y pasapor Dz = (— 1, -4, - 8)

Ly: y (B-A)+D1=v (2,1, -2) + (-1, -4, -8) = (2¥-1,y-4, -2y-8)
L3N Lz2 = Cz

igualamos :

(2¥-1,v-4,-2y-8)=(2B+3,4B+1, 43-6)

Solve[{2y-1==2B8+3, y-4==4B8+1, -2y-8==4B8-6}, {¥, B}]

{{v>1, B>-1}}

Seobtiene y=1 y B=-1

Entonces, Cz = (2-1,1-4, -2-8) = (1, -3, -10)

Tenemos otro rectangulo ABCz D2 con :

A=U,m-q

B= (3,1, -6)

Cz2= (1, -3, -10)

D= (-1, -4, -8)

___________________ Y

Ly: 6 (B-A)+B=6(2,1,-2)+(3,1,-6)=(26+3,56+1,-25-6)

Ls: p(Di-A)+D1=p (2,4,4)+(3,4,0)=(2p+3,4p+4, 4p)
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PA = Point[{1, 0, -4}];

PB = Point[{3, 1, -6}];

PC1

Point[{5, 5, -2}];

PD1

Point[{3, 4, 0}];

AA = Graphics3D[ {Thick, Black, PA}, PointSize[Larger]];

AB = Graphics3D[{Thick, Black, PB}, PointSize[Larger]];

ACl

Graphics3D[{Thick, Black, PCl, PointSize[Larger]}];

AD1 = Graphics3D[{Thick, Black, PD1, PointSize[Larger]}];

Ll = ParametricPlot3D[{2a+3, a+4, -2a}, {a, -4, 4}, PlotStyle » {Red}];

L2 = ParametricPlot3D[{23+3, 43+1, 43-6}, {B, -4, 4}, PlotStyle » {Blue}];

L3 = ParametricPlot3D[{2y-1, v-4, -2y -8}, {v, -4, 4}, PlotStyle » {Magenta}];

L4 = ParametricPlot3D[{26+3, 6+1, -265-6}, {6, -4, 4}, PlotStyle » {Black}];

L5

ParametricPlot3D[p {2, 4, 4} + {3, 4, 0}, {p, -4, 4}, PlotStyle » {Cyan}];

Planosr = Plot3D[{-2x+2y -2}, {x, -4, 4}, {y, -4, 4}, PlotRange » All];
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Show[AA, AB, AC1, AD1, L1, L2, L3, L4, L5, PlotRange - All]



