Algebra (27) - CBC UBA - Practica 5

PRACTICAS
TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 1.- Determinar si la funcion f es transformacion lineal.
a)f: R >R, (X, X, X3) = (X1 — Xa, 2X1)

b)f: R* >R, (X1, %)= (X1 X2, 0, 0)

Xl Xl _Xz
o) f:R* >R, f(x;,x)=]| 0 0
—X 0

1

d)f: R* 5> R, f(A) =A'

Ejercicio 2.- Hallar la expresion de la transformacion lineal f.
a)f: R* > R* tal que f (1,0,0)=(2,1,-1,1), f(0,1,0)=(3,-1,1,0) y f(0,0,1)=(0,0.4,1).
b)f: R’ > R* tal que f(1,1,-1)=(0,3,1), f(1,0,1)=(2,-1,1)y f(1,1,0)=(3,2,4).

2 1 0 1
f:R? > R¥? talquef(l-1)= f(1,1)= .
c) - al que f (1,-1) 30y( ) 5y 1

Ejercicio 3.- Decidir si existe una transformacion lineal f que satisface:
f RP> R, £(1,-200=G4) , fRQOLD=CLD , f04D=(7-7

b)f:R3—>R3, f(1,1,1)=2,3,4) , fO,1,1)=(1,2,1) , f(1,2,2)=(1,1,5)
Of: R >R, f(1,)=(2,1,1) , f(1,00=(0,2,0) , f(52)=(482)

Ejercicio 4.- Hallar una base y la dimension de Nuf y de Imf.
a)f: R > R, (X1, Xa, X3) = (X1 + X+ Xa, X1 — Xa, 2% + X3)
b) f: R > R*, f (X1, Xa, X3, Xa) = (X1 + X3, 0, X +2X3, =X; + X2+ X3)

X, — X, xl+x3j

o) f:RP > R¥, (X, Xp, X3) =
X X X=X

Ejercicio 5.- Sea f: R® — R? la transformacion lineal f (X1, X2, X3) = (X1 — X2, X2 + X3)
ysean V=(23) ; S=((121) ; T={xeR*/3x-2%=0}.
Hallar f(S), f'(v) y f (D).



Ejercicio 6.- Calcular dim Nuf y dim Im f.
a) f: R* > R® monomorfismo
b) f: R* > R’ epimorfismo

o) f:R* 5> R* f(x)=2x

Ejercicio 7.- Sea B = {vy,V,, V3} unabase de V. Seaf:V — V una t.I. tal que:
f(vi)=vi—Vva—v3 ; f(vp)=ava+vs ; f(v3)=Vv;+Vvy+avs.

Determinar todos los valores de a para los cuales f no es monomorfismo. Para cada uno de

ellos calcular el nacleo de f.

Ejercicio 8.- Definir una transformacion lineal que verifique las condiciones enunciadas.
a)f:R* > R*talqueNuf={xeR*/x;+2x,=0}, Imf= <(1,0)>
b)f:R* > R*talque Nuf={xeR* /X +X +X= X +X3=0}

c)f: R’ - R*tal que (1,1,2) e Nuf, Imf=((1,0,11),(2,1,0,1))

d)f: R* > R?tal que (1,0,1,3) e Nuf y f es epimorfismo

e) f: R* - R* tal que Nuf=Imf= ((2,1,-1,0),(0,1,0,1))

f) f: R’ > R’ tal que f no es monomorfismoy (1,1,1) € Im f

) f:R* 5> R'talque Nuf=Imf y f(3,2,1,-1)=f(-1,2,0,1)#0.

Ejercici09.—Sean S]z{XER4/2X1—X2+X3—X4=O ; X1—3X3+X4=0};
Sp={xeR'/2x—X—Xs+x=0}; Ti=((10,1),00,L,1)) ; T>=((2,13),(0,0,1)).
Hallar una transformacion lineal f: R* — R® que verifique simultaneamente:

fSHcT, ; fS)cT, dimNuf=1.

Ejercicio 10.- Hallar h=go f , t=f og y determinar el nticleo y la imagen de f,g,hyt.
a)f: R > R, (X1, X, Xa) = (X1, X1 +X2—X3), §: R >R, g (X1, X2) = (Xi— Xa, X1, X2).
b) f: R’ - R’ la transformacion lineal tal que

f0,0,1)=(,-1,1) , f(0,1,1)=(1,0,1) , f(1,1,1)=(1,1,0)

g:R>* 5 R, g (X1, Xo, X3) = (X1 + X3, Xa — Xz, 2X] + X2)
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Ejercicio 11.- Hallar la funcion inversa del isomorfismo f.

a)f:]R3—>]R3 fa,1,-nH=@a,-1,1) , f2,0,1)=(1,1,0) , f(0,1,0)=(0,0,1)
b)f: R* > R? (X1, X2) = (X1, X — X2)

o) f: R 5 R f(A)=A"

Ejercicio 12.- SeaS={x e R*/x; + X =0, X3+ X =0, X, —X3 + X4 =0 }.

Deﬁnirunat.l.f:]R4—>]R4talque ScNufn Imf y f(1,0,1,0)=(1,0,1,0).

Ejercicio 13.- Seag : R > R* lat.l. g (X1, X2, X3) = (X1 — X2, X3, —X| + X3, X1).
Definir, si es posible, una t.1. f: R* — R* tal que:

f£0 , fog=0 y Nuf+Imf=R*

Ejercicio 14.- Sean S= {x e R*/X; —Xa—X3 = X; +X3—X4 =0} y
T={xeR"/2X —X—X4=0}.

Definirunat. 1. f: R* > R* que verifique simultaneamente Nuf=S y Nu fof ="T.

Ejercicio 15.- Definir un proyector p tal que

a)p:R>>R*, Nup=((-12)) e Imp=((-L1)).

b)p: R’ >R, Nup=((1,1,-2)). ;Es tnico?

0)p:R*> R Nup=((,LL1),(-1,0,L1),(1,2,3,3)), Im p=((1,2,0,1),(-1,1,4,2))

Ejercicio 16.- Escribir la matriz M (f).

a)f: R >R (X, X, X3) = (X1 + 4%, — 3X3, X1 + Xa)

b)f:R2 >R f (X1, X2) = (X1 + Xz, 2X;1 + Xa, X1 + 3Xa, X1)

¢)f: R’ > R* tal que f (1,0,0) = (2,-3,1,1); f(0,1,0)=(2,1,3.2); £(0,0,1)=(0,-1,-2,1).
d)f:R* >R’ talque f(2,0,0)=(4,2,2); (0,4,0)=(1,1,1); £(0,0,3)=(0,0,-1).



1 2 -1
Ejercicio 17.- Sea f: R* > R’ talque M(f)=| 3 1 2]|.

2 0 =2
a) Calcularf (1,2, 1); f(5,7,2); f(0,0,1).

b) Hallar bases de Nuf e Imf.

Ejercicio 18.- En cada caso hallar M g,.(f).
a)f: R >R (X, Xa, X3) = (2X1 + Xa, X1 — X, X1 12Xz + X3)
B=B'=E
b)f: R* > R* (X1, X2) = (X1 — 2Xa, X1)
B ={(-1,0), (1,1)} B"={(L,1), (0,1)}
) f:RP 5 R f (X1, X, X3) = (X1 — Xa, X1 + X2 + X3)
B ={(1,-1,2),(0,2,-1), (0,0,1)} B'={(2,1),(1,-1)}
df:R* SR (X1, X2, X3, Xg) = (X| — X3, 2Xa4, X2 + X3)

B = {(1:_13230): (0923_131)7 (0903291)3 (050907_1)} B, = E

Ejercicio 19.- Sean B = {v, Vo, 3}, B'= {Vi+Vy, Vo, + V3, V| + V3} ¥

B” = {(1,-2,1), (0,1,1), (1,3,1)} bases de R*, y sea f: R’ > R> lat.l. tal que
f(v1)=(2,-3,2), f(v2)=(0,2,3), f(vs)=(1,2,0).

Hallar My (f), Mg (f), Mge(f) vy Mg, (F).

1 4 -5
Ejercicio 20.- Sea f: V> Vitalque M (f) =|2 1 0] y seanB={vi, Vo, Vv3}y
0 3 1

B'= {—Vvi+Vy—V3, V| +2v3, V»} bases de V. Hallar M;(f), Mg (f) y Mg.(f).

2 -1
Ejercicio 21.- Sea f: R*? — R*? lat.l. definida por f(X)=AX con A= (3 J_

Calcular M (f).
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1 -1

Ejercicio 22.- Sea f: R’ » R* tal que M e (f) = , con

[ (O I s N

0 1

B = {(0,0,2), (0,1,-1), (2,1,0)} y B"= {(1,0,0,0), (1,1,1,0), (1,-1,0,1), (0,1,1,1)}
a) Calcular f (0,2,-1)
b) Hallar una base de Im f y una base de Nu f.

Ejercicio 23.- Sea p : R? — R? un proyector que no es idénticamente nulo y es distinto de

1 0
la identidad. Probar que existe una base B de R” tal que M g(f) = [0 O} .

Ejercicio 24.- Sea f: R* — R’ la transformacion lineal tal que la matriz de f en las bases

1 31 0
B= {V1,V2, V3, V4}yB’:{W1,W2, W3} es MBB(f) =1 2 21 1].
-1 11 -1
a) Calcular: f (vi —2v3) ; f(v3+Vy)
b) Dar basesde Nuf ¢ Imf.
¢) Calcular ' (w)
1 -1 0
Ejercicio 25.- Sea f: R’ — R’ tal que Mg (f) =10 2 1]con
1 0 a

B={(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)} y B'={(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)}.

Hallar todos los valores de a para los cuales f(1,2,1)=(0,1,-6).

Ejercicio 26.-
k 2 4
a)Sea f: R’ >R’ talque M(f)=|2 1 k.
I -1 k

Encontrar todos los valores de k para los cuales f no es un monomorfismo.



b) Sean B = {v,, V5, v3} base de R, y f: R® > R’ la transformacion lineal tal que

1 2 5
My(f)=|3 -1 2. Hallar todos los valores de a tales que f es isomorfismo.
2 a 3

Ejercicio 27.- Sea B = {vy, V3, v3} base de R’, y sea f: R’ — R’ la transformacion lineal

1 3 2
talque My(f) =|-1 2 3.
2 1 -1

Hallar todos los a € R para los cuales 2a2V1 +2v, +3av; € Imf.

Ejercicio 28.- Sean B = {v|, V5, V3} y B’= { V| —V3, 3V| + 2V, V| + vV, + V3 } bases de R’.

1 0 3
Sea f: R’ > R’tal que Mg(f)=| 1 —1 0| . Hallar Mg;(f) y Mg ().
0 2 1
1 0 2
Ejercicio 29.- Sea f: R’ > R’ tal que M, (f)=| 1 2 0
-1 -1 -1

con B = {(1,1,1),(0,1,-1),(0,0,-1)} y B'= {(1,-1,0),(0,0,1),(0,1,2)}.
Si S={x e R’/5x% — 2%, — 2%; =0 }, hallar un subespacio T de R® tal que R’ =T @ f(S).

Ejercicio 30.- Sean B = {(1,-1), (1,2)}, B’ = {(1,1,-1), (1,-1,0), (-1,0,0)} y las

transformaciones lineales f: R? — R? , T (X1, X2) = (X1 — Xa, X1 +2X2)

10
TR? s R2 (101 h: R 3 h) =
g:R*—>R", talque M;.(9)= R y h:R*" > R, talque Mg.(h) =|-1 0

2 2

Hallar M(fo ), My (goh) v Myg(fog).
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Ejercicio 31.- Sea B = {Vy, V,, v3} una base de R’ y sea f: R’ > R’ lat.l. tal que

02 -1
My(f)y=[0 0 —1].
00 0

a) Calcular fof@3v)), fof(v,-2v,)y fof(vy)

b) Hallar dim Nu(f o f) y dim Im(f o f) y dar una base de cada uno.

Ejercicio 32.- Sean B = {v;, V,, V3} basede V y B’'= {w;, W, w3} base de W.

Sean f: V>V yg:Vo>W tl tales que:

01 -1 2 1 -1
M(fy=[2 1 1| y Mg(@=[10 0
21 1 2 1 -1

a) Calcular go f(2v,+Vv, -3v,).

b) Hallar una base de Nu(g o f) y una base de Im(go f).

Ejericio 33.- Sea f: R — R*la t.I. dada por f (X1, X2) = (X; + 2X2, 3X; — Xa).
a) Hallar M(f™)
b) Hallar M,4(f™") con B={(1,1),(2,1)} y B'={(-1,2), (0,1)}.

1 1 0
Ejercicio 34.- Sea f: R’ > R’talque M(f) =2 1 —1|ysea
0 -2 -1

B = {(1,0,2), (0,1,1), (2,1,0)}. Hallar M. (f), Mg (f) y Mg (f").

2 1 2
Ejercicio 35.- Sean f: V>V talque M (f)=| 1 0 0|y g:V—>Vtalque
-1 3 0
3 -10
Mg(g)=|1 2 1], conB={vi,Vvy,Vv3}y B"={v3, Vo +V3 V| +V,+V3} bases de V.
0 1 1

Hallar Mg .(gof), Mgg(gof) y Mg(g™).



EJERCICIOS SURTIDOS

1. Definir una t.I. f: R* — R* que verifique simultineamente:

DNuf~Imf=(1LLD)) i) (1,51,0)eImf i) (3,1,2,2) ¢ Imf+Nuf.

2. Sean S| y S, subespacios de R® tales que dimS; =1, dimS, =2y S; @S, =R’
Demostrar que si f: R’ - R’ esunatl tal quef(S))=S;y f(S)) =S, y B={vi, Vs, v3}

es una base de R? tal que {v,} esbase de S; y {Va, v3} es base de S,, entonces

a 0 o0 b ¢
M;(f)={0 b c|cona=0y d e #= 0.
0 d e

3.Sea f:R*— R*una t.I. que satisface:
fof=0 ; f£(1,0,0,0=01,22-1) ; £(0,1,0,0)=(0,-1,1,0).
Calcular M (f).

-2 1 0
4. Sea f: R’ — R’ una transformacion lineal tal que M(f) = -5 1 k |.
-8 k 2

Hallar todos los valores de k € R para los cuales Nuf= {0} y NufcImf.

5. Sean S={XER4/2X1—X2+X3—X4 =X, —3X, +X, =O} y
HZ{X€R4/2XI—X2—X4 :0}.

Hallar una transformacion lineal f: R* — R* que verifique simultaneamente:
f(S)cS ; Imf=H ; Nu(fof)=S.

6. Sean en R* los subespacios S= <(l, 2,—1,2)> , W =<(0,2,3, 2);(1,-1,1, 2)> y
T={XER4/X1—X2+X3+X4 =O}.

Definir, si es posible, un isomorfismo f :R* — R* que satisfaga simultdneamente:

FS+T)=S+W ; f(S)nS={0}; f(S)NnW={0}.
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7. Sea F:R*—> R* (X, X, X, %,) = (X, 42X, + Xy, =X, + X, X, +2X, + X, 2%, +4X, +2X,).

Definir, si es posible, una transformacion lineal Q: R*—> R* que verifique

simultaneamente: Im(f cg)=Imf y gof =0.

2 1 -2 4 1
N -1 0 1 20
8.Sea f: R”— R" lat.l. dada por M(f) =
3 -1 -3 6 1
1 6 -1 2 0

a) Hallar una base B, para Nu f y encontrar un conjunto B; de vectores de R’ tal que
B =B, U B, es una base de R°.

b) Probar que los transformados de los vectores de B, por f, son lincalmente
independientes y extender este conjunto a una base B’ de R*.

c) Calcular M. (f).

9.Sean S={xeR'/x +x,+X =0}y T=((2,0,L,1;(1111)(12,0,1))
Definir, si es posible, una t. . f: R*— R* que verifique simultaneamente
f(S)=f(T) y dim(Nu f)=1.

10. Sean en R* los subespacios W= <(1, 0,-1,1);(1,1, 0,—1)> y
]I-]I:{XG]R“/Xl X, — X, :O} yseaen R’ el subespacio S:{XG]R3/Xl +X, —2X, :0}.

Definir, si es posible, una transformacién lineal f :R* — R® que satisfaga

simultineamente: f(H)=S ; f(W)=S"; f(1,1,-1,1)=(2,-2,-3).

11. Sean S= {XG]R“/X1 + Xy + Xy + Xy =0} y f: R*> R* la t.1. dada por
FOX0Xg5 X3, X)) = (X = Xg0 X = Xy X = %, 2X — X5 — X)) -

Definir, si es posible, una t.I. g: R°>—> R* tal que Nu(f og)=<(-1,0,2)> ¢ Img= S.

12. Sean B ={(1,1,1);(1,1,0);(1,0,0 B'=1{(0,0,1);(0,1,1);(1,1,1)} bases de R’ y sea
{(1,1,1);(1,1,0)5(1,0,0)} y {(0,0,1);(0,1,1);(1,1,1)} y

1 3 0
f:R* >R’ latl talque Mg (f)=| -1 0 3| Calcular f(2,2,5).
2 2 4



13. Sea B ={(1,1,0,0);(0,1,1,0);(1,0,0,1);(0,0,0,1)} ysea f:R* —>R* una

I 1 a 1
transformacion lineal tal que Mg ()= 0 o .

1 0 0 0

b -1 -1 -1

Determinar a 'y b si se sabe que f(2,3,1,-1)=(2,1,2,4) y dim(Nuf)=1.

14. Sean B={v;v,;v,} y B'={V,+V,;v, +V;;Vv, +V,} basesdeune.v. V;

2 a -1
f: V>V Ilatransformacion lineal tal que Mg, (f)={ -1 0 3| y v=5v,+v,.
11 2

Determinar a € R tal que dim(Im f)=2, y para el a hallado decidirsi velm f .

1 0 2
15. Sea f:R’—> R’ la transformacion lineal tal que M, (f)=/1 2 0], con
1 -1 1

B= {(15 17 1)7 (09 19_1)9(03 03_1)} y B'= {(13_17 0)9(09 09 l)a V} bases de R3 .
Hallar v para que f(0,0,—1)=(2,-3,-2).Dar una base de f(S),si S= <(—1, 1 O)>.

16. Sean f: R’ R’ dada por f(X,,X,,X;) = (X +X,, X, —4X, + X;,2%, — X,) y g: R'—> R’

1 -1 2
lat.l tal que Mg(g)=| 0 1 —1|,con B={(0,0,-1);(1,-1,2);(0,1,3)}.
0 3 -2

Calcular fog(3,-1,-3).

17.Sean B={v;;v,;Vv;} y B'={-V,—V;;V,+V, +V;;v, —V,} basesdeunev.V y sea

1 -2 1
f: V>V latl talque Mg (f)=| 2 1 -2 |.Hallar unabasede Im(fof).
-1 -3 3

10
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18.Sean B={v;;v,;v;} y B'={V,+V,+V,;;v, +V,;v,} basesdeunev. V' y

1 -1 0
f: V>V latransformacion lineal tal que Mg, (f)={0 0 0.
0 11
0 10
Hallar, si es posible, unabase B" de V talque M;.(f)={0 0 0
00

19. Sea f: R4 —> R3 latl. f (X], X2, X3, X4) = (X] + X3 — X4, X1 + X2 + Xy, 2X; + Xo + X3).
Hallar una t.1. g: R’ — R* no nula, que satisfaga simultineamente:

fog=0 y (gof=0.
20. Definir una transformacion lineal f: R*— R* que verifique simultaneamente:
i) Nuf +Im f ={xeR*/3x -x, =0}
i1) dim Im f = dim Nu f
iii) f(1,2,0,1) = 2f (1,0,1,2) = -2 (0,0,0,1)
21. Sean S = {x eR* /=X, + X, +2X, =X, + X, +3X, = 0} ; S'=((1,5,2,1),(0,2,2,2)) ;
T={xeR*/x-% =0} y T'=((1,2,0,0),(1111),(1,0,0,0)).

Definir una t.I. f:R* —R* que verifique simultaneamente:

i) f(S)cT i) f(S)c T i) dim f(S+S') =dim(S+S")

22.Sea f: RP—> R, (X, %y, %) = (X +2X,X,X +X,X,) y sean
S= <(190,1): (09_1’1)> y V=(1’37_1)'
Definirunat. 1. g: R*—> R’ tal que h=gof satisfaga h(v) € S y dim(Nu h)=1.

23.Seag: R°— R? latl g(x,%,,%)=(X +X,3%X, —X,)

Definir un proyector p: R°>— R’ tal que gop=0.

11



1 -1
24. Sea B={(2,1,-1); v; w} base de R’ y f: R>> R’ 1la t.l. tal queM_(f)=|0
1

W - N
W

Hallar v y w si se sabe que f(6,-3,1)=(1,2,1) y f(5,-2,1)=(1,-1,0).

25.Sea S={xeR’/2x, -, =0}.Sea B={(1,1,1); (1,1,0);: (1,0.0)} y f:R’>R’ tal que

1 0 0
M. (f)=| -8+a> -8+a’ -8|.
a-1 a-1 a

Hallar todos los valores de a para los cuales {f (0,1,2); f(-1,0,4)} es base de S.

26. Sean B = {vy, V,, V3+Vy, V4} una base de R4, S=<v,Vvy,v3>y f: R* - R* dada por

0 -1 10
1 -2 0 1 . .
Mg(f) = L3 11 I Hallar la dimension y una base de f (S) N Nu f.
2 -2 20
-2 1 0
27.Sea f: R’ >R’ talque M(f)=| -5 1 k |. Determinar todos los valores de k para los
-8 k 2

cuales es Nuf #{0} y Nuf cIm f .

28. Sean B = {(1,1,0);(0,1,1);(0,0,1)} y fy g: R*—> R® dadas por

1 0 1
9% %0, ) = (X + X5, X %, %, — %) y Mg(f)=[1 -1 0. Hallar (fog)™((1,1,1)).
0 10

12
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0 1 =2
29.Sea f: R°>> R la t.Ltalque M(f)=|3 1 1
1 0 1
Hallar, si es posible, v,w e R® y a,b,c reales tales que B:{V;W;(a,b,c)} sea una base
5 a0
deR’ y M (f)=|5 b 0].
0 c O
1 0 -1
30. Sean B = {(0,1,-1);(1,0,0);(1,1,0)}, f: R’ R’ dadapor My (f)=[0 -1 1|y
1 -1 1

S={xeR’/2x —X, +5x, =0}. Decidirsi fof(9,7,2)€S.

31.Sean B = {v, Vo, V3} y B’ = {2v|+vs, 2v;,votvs) bases de R, y f y g: R’ — R’ tales

21 3 2 0 1
que Mg(f)=|-1 1 0|y Mg(g)=|-1 3 2. Calcular M, (f Q).
31 2 1 2 -1

32. Sean S=((-1,1,-1);(2,L,h)) y T= {X eR®/=2x —X, +3X%, = 0} .
Definir un isomorfismo f: R*— R® talque f(S)=T; f(T)=S y existaun vector

w=0 tal que fl(W)=%W.

33. Definir una transformacién lineal f: R* >R* que verifique simultdaneamente:

(1,-1,0,1)e Nuf y Nu(fof)=Im(fof).

13



